R si R”

Marginile unei multimi

1. Sa se determine:

i) inf{ime, | m,n € N} gi sup{% | m,n € N};

i) inf {2 | m,n € N, m < 2n} si sup{™ | m,n € N,m < 2n};

i) inf{y/7 — [\/71] | » € N} i sup{y/n — [y/n] | n € N}.

Solutie.

i) Deoarece 0 < £ o, bentru orice m,n € N, concluzionam ca 0 este
minorant pentru multimea {;="— | m,n € N}. Dacd, prin reducere la
absurd, exista > 0 minorant al multimii {7 [ m,n € N}, deducem ca
T < #2 pentru orice n € N, i.e. n < % — 2 pentru orice n € N. Prin urmare,
multimea N este marginita, ceea ce constituie o contradictie.

Asadar inf{—"— [ m,n € N} = 0.

Deoarece 17— < 1 pentru orice m,n € N, tragem concluzia ca 1 este
majorant pentru multimea {ﬁ | m,n € N}. Daca, prin reducere la
absurd, exista z < 1 majorant al multimii {;—- | m,n € N}, deducem ca
5 < @ pentru orice n € N, i.e. n < f_—xx pentru orice n € N. Prin urmare,
multimea N este marginita, ceea ce constituie o contradictie.

Asadar sup{i=, | m,n € N} = 1.

ii) Deoarece 0 < ™ pentru orice m,n € N, m < 2n, concluzionam ca 0 este
minorant pentru multimea { | m,n € N, m < 2n}. Daca, prin reducere la
absurd, exista > 0 minorant al multimii {** [ m,n € N, m < 2n}, deducem
caxr < % pentru orice n € N, i.e. n < % pentru orice n € N. Prin urmare,
multimea N este marginita, ceea ce constituie o contradictie.

Asgadar inf{™ | m,n € N;m < 2n} = 0.

Deoarece 7 < 2 pentru orice m,n € N, m < 2n, tragem concluzia ca
2 este majorant pentru multimea {™ | m,n € N, m < 2n}. Daca, prin
reducere la absurd, existd z < 2 majorant al multimii {** | m,n € N,
m < 2n}, deducem ca 2’2—’1 < x pentru orice n € N, i.e. n < ﬁ pentru
orice n € N. Prin urmare, multimea N este marginita, ceea ce constituie o
contradictie.

Asadar sup{™ | m,n € N,;m < 2n} = 2.

iii) Deoarece 0 = /1 — [v/1] < /n — [\/n] pentru orice n € N, con-
cluzionam ca 0 este un minorant pentru multimea {\/n — [\/n] | n € N} care
face parte din multime, deci

inf{\/n—[y/n]|n € N} =min{/n —[/n] | n € N} =0.

Deoarece y/n — [y/n] < 1 pentru orice n € N, tragem concluzia ca 1 este
majorant pentru multimea {\/n — [\/n] | n € N}. Daca, prin reducere la
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absurd,. exista @ < 1 majorant al multimii {\/n — [\/n] | n € N}, deducem
ca vn?+2n — [v/n? + 2n] < z pentru orice n € N, i.e. n < 2(;“"—;) pentru
orice n € N. Prin urmare, multimea N este marginita, ceea ce constituie o
contradictie.

Agadar sup{y/n — [\/n] | n € N} = 1.

2. Fie A, B doua submulfimi marginite ale lui R cu proprietatea ca pentru
orice a € A exista b € B astfel incat a < b. Sa se arate ca sup A < sup B.

Solutie. Sa presupunem, prin reducere la absurd, ca sup B < sup A.
Atunci sup B nu este majorant pentru multimea A, deci exista a € A astfel
incat sup B < a. Insi, conform ipotezei, exista b € B avand proprietatea ca
a < b, de unde obtinem contradictia urmatoare: b < sup B < a < b. Asadar
sup A < sup B.

3. Sa se arate ca inegalitatea inf A < inf B < sup B < sup A este valabila
pentru orice ) # B C A C R, A marginitd.

Solutie. Deoarece x < sup A pentru orice z € A si B C A, deducem ca
sup A este majorant pentru B, deci, cum sup B este cel mai mic majorant al
lui B, obtinem ca sup B < sup A.

Similar se arata ca inf A < inf B.

4. Sa se arate ca daca A §i B sunt submultimi marginite ale lui R, atunci
min{inf A4, inf B} = inf(AU B) < sup(A U B) = max{sup A, sup B}.

Solutie. Conform exercitiului precedent sup A < sup(A U B) si sup B <
sup(AUB), deci max{sup A, sup B} < sup(AUB). Sa presupunem, prin redu-
cere la absurd, ca max{sup A, sup B} < sup(AUDB). Atunci, cum sup(AUB)
este cel mai mic majorant al lui A U B, deducem ca max{sup A,sup B}
nu este majorant al multimii A U B, deci exista ro € A U B astfel incat
max{sup A,sup B} < xo. Fara pierderea generalitatii, putem presupune
ca rg € A, ceea ce conduce la urmatoarea contradictie: xy < sup A <
max{sup A, sup B} < x.

Asgadar sup(A U B) = max{sup A, sup B}.

Similar se arata ca min{inf A, inf B} = inf(A U B).

5. Pentru X $1Y doua mulfimi nevide g1 f : X XY — R o functie mar-
ginita, fie fi : X > R gi fo: Y — R date de fi(z) = sup{f(z,y) |y € Y}
pentru orice x € X §i fo(y) = sup{f(x,y) | * € X} pentru orice y € Y. Sa
se arate ca

sup{f(z,y) | v € X,y € Y} =sup{fi(z) | v € X} = sup{fo(y) | y € Y},

supf(z,y) = sup supf(z,y) =sup supf(z,y).
m,y xT y y xT
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Solutie. Fie:S= sup{f(x,y) | x€ X,y € Y}. Deoarece f(z,y)<S pentru
orice ¥ € X gi orice y € YV, deducem ca fi(x) = sup{f(z,y) |y e Y} < S
pentru orice € X, de unde sup{fi(z) | = € X} < S. Sa presupunem,
prin reducere la absurd, ca sup{fi(z) | = € X} < S. Atunci, cum S este
cel mai mic majorant al multimii {f(z,y) | = € X,y € Y}, deducem ca
sup{fi(z) | x € X} nu este majorant al acestei multimi, deci exista zo € X
si yo € Y astfel incat sup{fi(z) | v € X} < f(xo,y0). Atunci obtinem
urmatoarea contradictie: f(xo,y0) < sup{f(zo,y) | vy € Y} = fi(zg) <
sup{ fi(z) | € X} < f(o,90).

Agadar sup{f(z,y) |z € X,y € Y} =sup{fi(z) | z € X}.

Similar se arata ca sup{f(z,y) |z € X,y € Y} =sup{fa(y) |y € Y}.

6. Pentru X si Y doud multimi nevide si f : X XY — R o functie mar-
ginita, fie fi: X >R gi go : X — R date de fi(z) = sup{f(z,y) |y € Y}
pentru orice © € X i go(y) = inf{f(x,y) | v € X} pentru orice y € Y. Sa
se arate ca

sup{ga(y) |y € Y} <inf{fi(z) | v € X},
i.e.
supinf f(z,y) < infsup f(x,y).
y * Ty

Sa se arate ca inegalitatea poate fi stricta.

Solutie. Sa presupunem, prin reducere la absurd, ca inf{fi(x) | z € X}
<sup{ga(y) |y € Y}

Atunci, cum sup{g2(y) | y € Y} este cel mai mic majorant al multimii
{92(y) | y € Y}, deducem c& inf{fi(z) | # € X} nu este majorant al aces-
tei multimi, deci exista yo € Y astfel incat inf{fi(z) | * € X} < ga(yo).
Cum inf{fi(z) | * € X} este cel mai mare minorant al multimii {f;(z) |
x € X}, deducem ca go(yo) nu este minorant al acestei multimi, deci exista
xo € X astfel incat fi(zo) < g2(y0). Obtinem astfel urmatoarea contradictie:
f(xo,p0) < fi(zo) = sup{f(zo,y) | ¥y € Y} < ga(yo) = inf{f(z,40) |
r € X} < f(zo,90)-

Pentru a ne convinge ca inegalitatea poate fi stricta, putem considera
functia f : X x X — R data de f(x,y) = é’ ifz , unde X este o
multime care are cel putin doud elemente, pentru care sup{g2(y) |y € Y} =
0<1=inf{fi(z) |z € X}.

7. Sa se arate ca intr-un corp ordonat (i.e. un corp comutativ K
itmpreuna cu o relatie de ordine compatibila cu structura algebrica a sa —
mai precis astfel incat: i) pentru orice x,y, z,t € K cu proprietatea ca v <y
sit >0, rezulta ca x + z < y+ z gi ot < yt; i) pentru orice x € K avem
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Fez Oosau 2 < 0) arhimedeean (i.e. pentru orice x,y € K, y > 0, ezistd
n € N astfel incat © < ny), Principiul intervalelor nevide inchise incluse
implica Axzioma lui Cantor.

Solutie. Fie A o submultime nevida si majorata a lui K, by un majorant
al sdu gl a; un element care nu este majorant al lui A (daca A are un unic
element z, alegem a; = x — 1; in caz contrar, exista doua elemente z si y din
A, x <y sialegem a; = x).

In continuare vom defini un interval [as, by] inclus in [ay, by] astfel:

(g, by] = { [ay, $h] @b egte majorant al lui A

’ [adbi ], “E0ny este majorant al lui A

Inductiv vom obtine un sir ([an, bn])nen de intervale nevide inchise incluse
astfel incat a,, nu este majorant al lui A, iar b, este majorant al lui A, pentru
orice n € N.

Sa observam ca lungimea intervalului [a,, b,] (adica b, —a,,) este lungimea
lui [a1,b1] (adicd by — a1) Inmultitd cu 5=. Cu alte cuvinte

by —
2n—1 )

(1)

bn'_ Qp =

pentru orice n € N.
Conform Principiului intervalelor nevide inchise incluse, avem

N [an, bn] # 0.

neN

Vom arata ca N [a,,b,] are un unic element.
neN

Intr-adevar, daca ar exista z,y € N [a,,b,], * < y, atunci, avand in
neN

vedere faptul ca K este un corp arhimedeean, exista ng € N astfel incat
o 1
by — a1 < ng(y —x). Cum z,y € [an,, bp,), deducem ca y —x < by, — ap, ©,

Z%o a < bl —91 - deci ng(y — x) < by — ay, ceea ce constituie o contradictie.

Agadar ex1sta x € K cu proprietatea ca

ﬂN[an, b, = {x}.

ne

Afirmatia 1. x este majorant al lui A.

Justificarea afirmaties 1. Daca presupunem, prin reducere la absurd, ca
x nu este majorant al lui A, atunci exista a € A astfel incat x < a. Avand
in vedere faptul ca K este un corp arhimedeean, exista ny € N astfel incat

by —a; < ng(a — x), deundebno—xgbm—ano(—)3;0“1 < bha M <a-—x,

deci b,, < a, ceea ce contrazice faptul ca b,, este majorant al lu1 A.
Afirmatia 2. x este cel mai mic majorant al lui A.
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Justificarea -afirmatier 2. Daca presupunem, prin reducere la absurd, ca
x nu este cel mai mic majorant al lui A, atunci exista M € K astfel incat
M < x i M este majorant al lui A. Avand in vedere faptul ca K este un
corp arhimedeean, exista ny € N cu proprietatea ca by — a; < ng(x — M), de

1) p— _ : .
unde © — ap, < byy — Gy = g;of% < blno‘“ < x— M, deci M < ap,. Prin
urmare v < M < a,, pentru orice u € A, ceea ce conduce la contradictia ca
este majorant al lui A.

Din cele doua afirmatii deducem ca x este marginea superioara a multimii

A.

Qpyg

Spatiul vectorial R"

1. Sa se arate ca functia f : R* — R, data de f(x) = |z,
= |z1| + |z2| + ... + |zn| pentru orice x = (z1, x9, ..., x,) € R, este 0 norma
care nu satisface identitatea paralelogramulus.

Solutie. Se verifica imediat ca f este o norma.

Pentru n = 2, = (1,0) 5i y = (0, 1), avem ||z]], = [lyll, = 1, 1o + g, =
|z — y||; = 2, deci identitatea paralelogramului nu este satisfacuta.

2. Sa se arate ca functia f : R" — R, data de f(z) = |z[, =
max{|z|,|za|, ..., |za|} pentru orice x = (x1, 29, ...,x,) € R", este o norma
care nu satisface identitatea paralelogramulus.

Solutie. Se verifica imediat ca f este o norma.

Pentrun=2, x=(1,1) si y=(1,0), avem ||z]lcc = ||¥]lco = 1, ||+ Y|lcc = 2
si ||z —yll, =1, deci identitatea paralelogramului nu este satisfacuta.

3. Sa se arate ca exista a st b numere reale strict pozitive astfel incat
allz|l, < ||lz|| < bl|z||, pentru orice x € R™.
Solutie. Conform inegalitatii Cauchy-Buniakovski-Schwarz, avem
21| + 22| + oo+ [2a] < V2T +af 4+ a2,
Le. ﬁ lzll, < |zl si Va2 +22 + ...+ 22 < |zy] + |22] + ..o + |74], e
||z|| < ||=||, pentru orice x € R", deci putem alege a = ﬁ sib=1.

4. Sa se arate ca exista a $1 b numere reale strict pozitive astfel incat
allz|; <zl < 0|x]|; pentru orice x € R™.

Solutie. Avem |zy| + |xo| + ... + |2, < nmax{|z|, |22, ..., |2zal}, Le.
clzlly < el st max{la], [, fonl} < o] 4 J2of + 0+ f2al, de.
|z, < |lz[l, pentru orice 2 € R™, deci putem alege a = < si b= 1.

5. Este adevarat ca |z -y| < ||z||, ||lyll, pentru orice z,y € R*? Dar ca
|z -y < [|zfl vl pentru orice x,y € R"?
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Solutie., Pe-de o parte avem

n n n n n
> way| <Y laillyal <max{yil s [yd o [} DLl <D lwil Y lail,
i=1 i=1 i=1 i=1 =1

ie. |z -yl < |zl lly|l, pentru orice z,y € R™.
Pe de alta parte, pentru z =y = (1,1,...,1), avem |z - y| = n si ||z]| =
llyll, =1, deci inegalitatea |z - y| < ||z|| |ly|., este falsa.

|z - y|=

6. Dacd x,y € R™, este adevarat ca ||z + y|| = ||z|| + ||y|| daca si numai
daca exista ¢ > 0 astfel incat x = cy sau y = cx?
Solutie. Avem

2 2 2
lz+yll = llzll + llyll < llz +ylI” =Nz + [lyll” + 2 ll=[ v ]| &

2 2 2 2
& 2l + [lyll™ + 22 -y = [le]” + [lyl” + 2 lzll lyll < -y = ll=[ lyll -

Daca = si y sunt nenuli, atunci ultima egalitate are loc daca si numai
daca exista ¢ > 0 astfel incat z = cy.

7. Daca x,y € R, este adevarat ca |z + vyl = ||zl + ||yl daca si
numai daca exista ¢ > 0 astfel incat x = cy sau y = cx?
Solutie. Daca exista ¢ > 0 astfel incat x = cy, atunci

12+ Ylloo = llz + ezl = A+ ) 2]l = Izl + ezl =

= |7l +llezlle = llzlloo + yllo -

Similar se arata ca daca exista ¢ >0 astfel incat y = cz, atunci ||z + y|| =
el + Iyl

Pentru n = 2, ¢ = (1,0) si y = (1,—1), avem |z +y|| = [|(2,0)]|, =
2=1+1=|z|+|lyll, dar nu exista ¢ > 0 astfel incat z = cy sau y = cx.

8. Sd se arate cd dacd x,y € R”, atunci ||z +y||*> = ||z|* + |ly||° dacd si
numai daca x -y = 0.
. 2 2 2 2 2
Solugie. Avem [lz +y[” = [lz[" + lyl” < ll=I” + Iy " + = -y +y -z =
2"+ l[ylI" = 22y =0&2-y=0.
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ELEMENTE DE TOPOLOGIE

Analiza topologica a unei multimi

1. Pentru o submultime A a lui R™, fie A intersectia tuturor submul{imi-
lor inchise ale lui R™ care contin pe A. A se numeste inchiderea (sau
aderenta) lui A i este cea mai mica (in sensul incluziunii) multime inchisa
care confine pe A.

Sa se arate ca:

i) A este o multime inchisd.

i) A C A

iiii) A este inchisd dacd $i numai dacd A = A.

iv) A=A,

v) A= {x € R" | B(z,r) N A} # 0, pentru orice r > 0} = {x € R" |
VN A0, pentru orice vecindtate V' a lui x}.

vi) Dacd A C B C R", atunci A C B.

vii) Dacd A, B C R", atunci AUB = AUDB

viii) Dacd A,B C R", atunci ANB C AN E. FEste adevarat ca daca
A BCR", atunci ANB=ANB?

Solutie.

i) Deoarece A este o intersectie de multimi inchise, ea este o mulfime
inchisa.

ii) Este imediat ca A C N F=A
ACF, F inchisa

iii) ”=" Daca multimea A este inchisa, atunci N F C A, deci

ACF, F inchisa
A C A. Prin urmare A = A.
"«<" Daca A = A, cum A este multime inchisa, deducem ci A este inchisi.
iv) Decurge din i) i iii).
v) Vom demonstra incluziunea C.

Fie zy € N F. Sa presupunem, prin reducere la absurd, ca zq ¢
ACF, F inchisa
{r € R" | VN A # () pentru orice vecinatate V a lui z}. Atunci exista Vj €

V., astfel incat VoN A = (. Deoarece Vy € V,,, exista 1o > 0 cu proprietatea
not

ca B(wg,19) C Vp, deci B(xg,m9) N A =0, i.e. A C R" — B(xg,1r9) = Fo.

Drept urmare, cum Fj este inchisa, obtinem xg € N F C Iy, ie.
ACF, F inchisa

xo & B(xo,70), ceea ce constituie o contradictie.
Acum vom demonstra incluziunea 2.
Fie zyp € {x € R" | VN A # (), pentru orice vecinatate V a lui z}.

Sa presupunem, prin reducere la absurd, ca xy ¢ N F. Atunci
ACF, F inchisa

exista Fy multime inchisa astfel incat A C Fy si 29 ¢ Fy. Prin urmare
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